
Prieniky

Z prienikov útvarov v 2D sa budeme zaobera´ prienikom dvoch úse£iek, prienikom

úse£ky a mnohouholníka a prienikom konvexného a v²eobecného mnohouholní-

ka.

Prienik dvoch úse£iek

Uvedieme dva spôsoby ur£enia prieniku dvoch úse£iek. Prvý spôsob vychádza

priamo£iaro z parametrického vyjadrenia priamok, na ktorých úse£ky leºia,

druhý spôsob pouºíva funkciu d na minimalizovanie po£tu prípadov, v ktorých

je nutný £íselný výpo£et. V oboch prípadoch budeme uvaºova´ úse£ky AB a

PQ nenulovej d¨ºky. Priamku, na ktorej leºí úse£ka AB ozna£me a a priamku,

na ktorej leºí úse£ka PQ ozna£me p.

Prvý spôsob

Parametrické rovnice priamok a a p sú:

x = xA + t(xB � xA) x = xP + s(xQ � xP )

y = yA + t(yB � yA) y = yP + s(yQ � yP )

Priamky a; p majú spolo£ný bod práve vtedy ak má nasledovný systém rie²e-

nie:
t(xB � xA) + s(xP � xQ) = xP � xA
t(yB � yA) + s(yP � yQ) = yP � yA

Ozna£me determinant systému D:

D =

�
�
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xB � xA xP � xQ
yB � yA yP � yQ

�
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�
�

Ak D 6= 0, priamky a; p sú rôznobeºné, je nutné spo£íta´ t alebo s.

t =
Dt

D
, kde Dt =
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xP � xA xP � xQ
yP � yA yP � yQ
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�
�
�

s =
Ds

D
, kde Ds =
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xB � xA xP � xA
yB � yA yP � yA
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Ak t 2< 0; 1 > (resp. s 2< 0; 1 >) majú spolo£ný bod aj úse£ky AB, PQ a

pomocou tohoto parametra vieme aj jeho súradnice.

Ak D = 0, priamky a; p sú totoºné, alebo rôzne ale rovnobeºné.

Ak D = 0 a Dt 6= 0, (resp. Ds 6= 0) priamky a; p sú rovnobeºné, ale nie

totoºné, úse£ky AB, PQ teda nemajú spolo£ný bod.

Ak D = 0 a Dt = 0, (resp. Ds = 0) priamky a; p sú totoºné. Prienikom

úse£iek AB, PQ je alebo prázdna mnoºina alebo úse£ka (moºno nulovej d¨ºky).

Ktorý prípad nastal, zistíme pod©a parametrov tP a tQ. tP je také aby P =

A+ tP (B�A). tQ je také aby Q = A+ tQ(B�A). Nasleduje tabu©ka, v ktorej



sú uvedené jednotlivé moºnosti. St¨pce sú pre hodnoty tQ, riadky pre hodnoty

tP .
(�1; 0) < 0; 1 > (1;1)

(�1; 0) ; AQ AB

< 0; 1 > AP PQ PB

(1;1) AB QB ;

Druhý spôsob

Funkcia d(A;B;C) = xA(yB � yC) + yA(xC � xB) + xByC � yBxC nadobúda

rôzne znamienko pod©a toho, £i bod A leºí v jednej, alebo v druhej polrovine

ur£enej priamkou BC. Ak teda d(A;P;Q):d(B;P;Q) < 0 priamka PQ odde©uje

body A;B.

Budeme vy²etrova´ hodnoty:

sA = d(A;P;Q) sP = d(P;A;B)

sB = d(B;P;Q) sQ = d(Q;A;B)

Ak sA:sB > 0 alebo sP :sQ > 0 úse£ky AB, PQ nemajú spolo£ný bod.

Prípad sA:sB � 0 a sú£asne sP :sQ � 0 je moºné rozdeli´ nasledovne:

� sA = 0 a sB 6= 0 potom prienik úse£iek AB, PQ je bod A

� sB = 0 a sA 6= 0 potom prienik úse£iek AB, PQ je bod B

� sP = 0 a sQ 6= 0 potom prienik úse£iek AB, PQ je bod P

� sQ = 0 a sP 6= 0 potom prienik úse£iek AB, PQ je bod Q

� sA = 0 a sB = 0 resp. (sP = 0 a sQ = 0) potom úse£ky AB, PQ leºia

na jednej priamke a ich prienik zistíme pomocou rovnakej tabu©ky ako v

prvom spôsobe

� v²etky hodnoty s sú nenulové, prienik úse£iek AB, PQ je ich vnútorný

bod a jeho súradnice vypo£ítame napríklad ako v prvom spôsobe

Úlohy

1. Porovnajte po£et a typ aritmetických operácií oboch spôsobov.

2. Pokúste sa popísa´ v £om spo£ívajú výhody druhého spôsobu.

Prienik úse£ky a mnohouholníka

Uvaºujme úse£ku PQ a regulárny, kladne orientovanýmnohouholníkA0A1 : : : An.

Ozna£me si = d(Ai; P;Q).

Ak sú v²etky znamienka si rovnaké a nenulové, úse£ka a mnohouholník ne-

majú spolo£ný bod.



Ak si = 0 a si�1 6= 0, si+1 6= 0, je nutné zisti´ polohu bodu Ai vzh©adom

na úse£ku PQ. Ak Ai leºí medzi P;Q, bod Ai patrí do prieniku úse£ky a

mnohouholníka.

Ak sú si a si+1 rovné nule, je nutné zisti´ polohu bodov Ai a Ai+1 vzh©adom

na úse£ku PQ. Do prieniku úse£ky a mnohouholníka potom bude patri´ úse£ka

alebo prázdna mnoºina.

Zaoberajme sa ¤alej prípadom, ºe úse£ka PQ pretne dve rôzne hranyAiAi+1,

AjAj+1.

Ozna£me:

u1 = d(P;Ai; Ai+1) u3 = d(Q;Ai; Ai+1)

u2 = d(P;Aj ; Aj+1) u4 = d(Q;Aj ; Aj+1)

Môºu nasta´ tieto prípady (je ich moºné charakterizova´ pomocou sú£inov

u12 = u1u2; u34 = u3u4; u13 = u1u3):

� oba body P;Q leºia vnútri mnohouholníka, h©adaným prienikom je celá

úse£ka PQ (u12 � 0; u34 � 0; u13 � 0)

� oba body P;Q leºia mimo mnohouholníka, h©adaným prienikom je prázdna

mnoºina (u12 < 0; u34 < 0; u13 � 0)

� oba body P;Q leºia mimo mnohouholníka, h©adaným prienikom je £as´

úse£ky PQ, treba spo£íta´ dva prieniky (u12 < 0; u34 < 0; u13 < 0)

� jeden z bodov P;Q leºí vnútri mnohouholníka, druhý mimo, h©adaným

prienikom je £as´ úse£ky PQ, treba spo£íta´ jeden prienik

Úloha

Overte správnos´ ur£enia znamienok u pre jednotlivé prípady.

Prienik polroviny a mnohouholníka

Problém zistenia prieniku konvexného a v²eobecného mnohouholníka je moºné

redukova´ na zis´ovanie prieniku polroviny a mnohouholníka. Konvexný mno-

houholník je totiº prienikom polrovín.

Nech je daná polrovina ur£ená orientovanou priamkou PQ a regulárny, kladne

orientovaný mnohouholník A0A1 : : : An. Ozna£me si = d(Ai; P;Q).

Prienik mnohouholníka s polrovinou získame tak, ºe vytvoríme zoznam tých

vrcholovmnohouholníka, ktoré leºia v polrovine. Tento zoznam potom rozdelíme

na potrebný po£et mnohouholníkov.

Skúmajme vºdy hranu AiAi+1 a pod©a znamienok si; si+1 rozhodnime, £i do

zoznamu vrcholov pridáme koncový bod hrany, bod prieniku hrany s hrani£nou

priamkou roviny (ozna£ujeme ho C), oba, prípadne ani jeden. Na jednozna£né

rozhodnutie, je v niektorých prípadoch nutné zváºi´ aj znamienko si+2.

Klasi�kácia hrán je zhrnutá v nasledovnej tabu©ke.



si si+1 poloha hrany do zoznamu sa pridáva

+ + vnútri Ai+1

+ 0 vnútri Ai+1

+ � vychádza C

0 + vchádza, Ai na hranici Ai+1

0 0 celá na hranici Ai+1 ak si+2 > 0, inak ;

0 � mimo, Ai na hranici ;

� + vchádza C;Ai+1

� 0 Ai+1 na hranici Ai+1 ak si+2 > 0, inak ;

� � mimo ;

Pri takto vytvorenom zozname leºí na hrani£nej priamke polroviny párny

po£et bodov z tohoto zoznamu. Tieto body je nutné usporiada´ vzh©adom na

hrani£nú priamku polroviny a vytvori´ z nich dvojice. Ostatné body zoznamu

sa pospájajú v prirodzenom poradí, tak ako ako boli do zoznamu pridávané.

Takto sa vytvorený zoznam rozpadne na príslu²ný po£et mnohouholníkov.

Poznamenajme e²te, ºe prienik dvoch nekonvexnýchmnohouholníkov je moºné

získa´ tieº pomocou prieniku mnohouholníka a polroviny, jeden z nekonvexných

mnohouholníkov je v²ak najprv nutné rozdeli´ na mnohouholníky konvexné.
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