Prieniky

Z prienikov ttvarov v 2D sa budeme zaoberat prienikom dvoch tseciek, prienikom
useCky a mnohouholnika a prienikom konvexného a v8eobecného mnohouholni-

ka.

Prienik dvoch tusediek

Uvedieme dva spdsoby uréenia prieniku dvoch tseciek. Prvy sposob vychadza
priamociaro z parametrického vyjadrenia priamok, na ktorych tsecky lezia,
druhy sp6sob pouZiva funkciu d na minimalizovanie poc¢tu pripadov, v ktorych
je nutny ¢iselny vypocet. V oboch pripadoch budeme uvazovat usecky AB a
PQ nenulovej dizky. Priamku, na ktorej lezi usecka AB oznaéme a a priamku,
na ktorej lezi usecka PQ oznacme p.

Prvy sposob

Parametrické rovnice priamok a a p sa:

x = xa+t(rp —1z4) x zp + s(zg —zp)
y = ya+tlys—ya) y = yp+s(yo—yp)
Priamky a, p maju spolo¢ny bod prave vtedy ak ma nasledovny systém rieSe-
nie:
t(xp —xa)+s(zp—2zQ) = zp—1xa
tlyp —ya) +s(yp —yQ) = yp—ya

Oznafme determinant systému D:

D =

B —TA TP —XQ
YB — YA Yr —YQ

Ak D # 0, priamky a, p st roznobeZné, je nutné spocitat ¢ alebo s.

D _ _
t="t kde D, =| P~ T4 TPTIQ
D Yyp —yYa Yr —YqQ
D _ _
s==22 kde D, =| "B T4 TP “‘
D YB — YA YP — YA

Ak t €< 0,1 > (resp. s €< 0,1 >) maja spolo¢ny bod aj usecky AB, PQ a
pomocou tohoto parametra vieme aj jeho sdradnice.

Ak D =0, priamky a, p st totozné, alebo rézne ale rovnobezné.

Ak D =0aD; #0, (resp. Ds # 0) priamky a,p st rovnobezné, ale nie
totozné, usecky AB, P(Q teda nemaji spolo¢ny bod.

Ak D =0aD; =0, (resp. Dy = 0) priamky a,p st totozné. Prienikom
tisediek AB, PQ je alebo prazdna mnozina alebo tsecka (mozno nulovej dizky).
Ktory pripad nastal, zistime podla parametrov tp a tg. tp je také aby P =
A+tp(B—A). tg je také aby @ = A+tg(B — A). Nasleduje tabulka, v ktorej



sti uvedené jednotlivé moznosti. Stipce st pre hodnoty tg, riadky pre hodnoty

tp.
| (=00,0) <0,1> (1,00)

(—0,0) 0 AQ AB
<0,1>| AP PO PB
(1,00) AB QB 0

Druhy spo6sob

Funkcia d(A,B,C) = za(ys —yc) + yalrc — xB) + xBYc — yprc nadobuda
rozne znamienko podla toho, & bod A leZi v jednej, alebo v druhej polrovine
urcenej priamkou BC. Ak teda d(A4, P,Q).d(B, P, Q) < 0 priamka P oddeluje
body A, B.

Budeme vySetrovat hodnoty:

sa = d(4,P,Q) sp = d(P,A,B)
SB = d(37 P7 Q) sQ = d(Q7A7 B)

Ak sa.sp > 0 alebo sp.sg > 0 tsecky AB, P() nemaju spolo¢ny bod.
Pripad s4.sp < 0 a sucasne sp.sg < 0 je mozné rozdelit nasledovne:

e sy =0 a sp # 0 potom prienik usetiek AB, PQ je bod A
e sp =0 a sy # 0 potom prienik use¢iek AB, PQ je bod B
e sp =0 a sg # 0 potom prienik tseciek AB, PQ je bod P
e so =0 a sp # 0 potom prienik tseciek AB, PQ je bod @

e sy =0asp=0resp. (sp =0asg =0) potom usecky AB, PQ lezia
na jednej priamke a ich prienik zistime pomocou rovnakej tabulky ako v
prvom spdsobe

e vietky hodnoty s st nenulové, prienik tseciek AB, PQ je ich vnutorny
bod a jeho sturadnice vypocitame napriklad ako v prvom spdsobe

Ulohy
1. Porovnajte pocet a typ aritmetickych operacii oboch sposobov.

2. Pokiste sa popisat v ¢om spocivaja vyhody druhého sposobu.

Prienik tsecky a mnohouholnika

Uvazujme usecku PQ a regularny, kladne orientovany mnohouholnik ApA4; ... A,,.
Oznatme s; = d(4;, P, Q).

Ak su v8etky znamienka s; rovnaké a nenulové, usecka a mnohouholnik ne-
maja spolo¢ny bod.



Ak s; =0as; 1 #0, si01 # 0, je nutné zistit polohu bodu A4; vzhladom
na usecku PQ. Ak A; lezi medzi P,(@Q, bod A; patri do prieniku usecky a
mnohouholnika.

Ak st s; a ;41 rovné nule, je nutné zistit polohu bodov 4; a A;; vzhladom
na usecku PQ. Do prieniku usetky a mnohouholnika potom bude patrit usecka
alebo prazdna mnozina.

Zaoberajme sa d'alej pripadom, Ze tsecka PQ pretne dve rozne hrany A; A;4 1,

A]’Aj+1.
Oznacme:
up = d(P,Ai, Aiy) uz = d(Q,A;, A1)
Uz = d(P7 Aj)AjJrl) Uy = d(Q: Aj)AjJrl)

Mozu nastat tieto pripady (je ich moZzné charakterizovat pomocou su¢inov
U2 = U2, Ugs = U3y, U13 = UIU3):

e oba body P, lezia vnitri mnohouholnika, hladanym prienikom je celd
tsecka PQ (u12 > 0,u34 > 0,u13 > 0)

e oba body P, () leZia mimo mnohouholnika, hfadanym prienikom je prazdna
mnozina (’LL12 < 0,uzq < 0,u13 > 0)

e oba body P, lezia mimo mnohouholnika, hladanym prienikom je cast
usecky PQ, treba spocitat dva prieniky (u12 < 0,u34 < 0,u13 < 0)

e jeden z bodov P, lezi vnitri mnohouholnika, druhy mimo, hladanym
prienikom je cast usecky P(Q, treba spocitat jeden prienik

Uloha

Overte spravnost urcenia znamienok u pre jednotlivé pripady.

Prienik polroviny a mnohouholnika

Problém zistenia prieniku konvexného a vSeobecného mnohouholnika je mozné
redukovat na zistovanie prieniku polroviny a mnohouholnika. Konvexny mno-
houholnik je totiz prienikom polrovin.

Nech je dana polrovina urc¢end orientovanou priamkou PQ a regularny, kladne
orientovany mnohouholnik AgA4; ... A,. Oznac¢me s; = d(4;, P, Q).

Prienik mnohouholnika s polrovinou ziskame tak, ze vytvorime zoznam tych
vrcholov mnohouholnika, ktoré lezia v polrovine. Tento zoznam potom rozdelime
na potrebny pocet mnohouholnikov.

Sktiimajme vzdy hranu A;A; 1, a podla znamienok s;, s;+1 rozhodnime, ¢ do
zoznamu vrcholov priddme koncovy bod hrany, bod prieniku hrany s hrani¢nou
priamkou roviny (oznacujeme ho C), oba, pripadne ani jeden. Na jednoznatné
rozhodnutie, je v niektorych pripadoch nutné zvazit aj znamienko s; 5.

Klasifikdcia hran je zhrnuté v nasledovnej tabulke.



Si | Sit1 poloha hrany do zoznamu sa pridava
+ | + vnatri Aipr

+ 0 vnuatri Ai+1

+ | - vychadza c

0 + vchadza, A; na hranici At

0 0 celd na hranici Aiv1 ak sji0 >0, inak
0 — mimo, A; na hranici

- + vchadza, C, Ai+1

— 0 A;y1 na hranici Aiv1 ak sjio >0, inak
- - mimo 0

Pri takto vytvorenom zozname lezi na hrani¢nej priamke polroviny parny
pocet bodov z tohoto zoznamu. Tieto body je nutné usporiadat vzhladom na
hrani¢na priamku polroviny a vytvoritf z nich dvojice. Ostatné body zoznamu
sa pospajaju v prirodzenom poradi, tak ako ako boli do zoznamu pridavané.
Takto sa vytvoreny zoznam rozpadne na prislusny poc¢et mnohouholnikov.

Poznamenajme este, Ze prienik dvoch nekonvexnych mnohouholnikov je mozné
ziskat tieZ pomocou prieniku mnohouholnika a polroviny, jeden z nekonvexnych
mnohouholnikov je v8ak najprv nutné rozdelit na mnohouholniky konvexné.
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