Geometrické transformacie

V poéitacovej grafike (Computer Graphics — CG) sa s geometrickymi transformé-
ciami stretdvame velmi ¢asto. Pri zobrazovani pohybu objektov, pri zmene polohy
pozorovatela alebo pri priblizovani a vzdalovani scény, pri zobrazovani deformaécii
objektov aj pri generovani niektorych objektov popisanych pomocou nejakej trans-
formécie je nutné pouzivat posunutia, rotacie, $kdlovania ale aj zlozitejsie, pripadne
zlozené geometrické transformacie. Centrom nasho zaujmu je 2D grafika, no kvoli
uplnosti nevynechame ani zobrazenie v trojrozmernom priestore a zakladné sposoby
premietania trojrozmerného priestoru do roviny.

Pri popise objektov a transformécii je nutné pouzivat siradnicovy systém (s.s).
Uvedme pojmy pouzivané v CG v stvislosti so s.s v rovine a priestore.

Redlny, objektovy priestor: fyzikalny trojrozmerny priestor, pripadne dvoj-
rozmerné roviny v hom.

Modelovy priestor: 2D rovina, 3D priestor, v ktorom je dany s.s. Slazi na
popis objektov, ktoré maji byt zobrazené a urenie ich polohy. Standardne sa
pouzivaju takto orientované s.s:
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Ak nebude uvedené inak, budeme pouzivat pravotoc¢ivy 3D s.s. (pomdcka na
rozlienie: pravotodivy s.s si mdZeme namodelovat prstami pravej ruky (palec
pre kladna polos x, ukazovak y, prostrednik z), lavotocivy s.s prstami lavej ruky.
Opacne je to bolestivé ;-)

Obrazovy priestor: 2D priestor, zodpovedajici zobrazovaciemu zariadeniu
(napr. obrazovke monitora). Do tohoto priestoru sa obejkty zobrazuji z 3D mod-
elového priestoru pomocou projekcie a z 2D modelového priestoru pomocou trans-
formacie okno — pohlad.

Transformacii objektu zodpoveda transformacia jednotlivych bodov objektu, preto
sa budeme zaoberat transforméaciami bodu v 2D resp. 3D priestore.

Saradnice bodov budeme pouzivat afinné: (z,y), resp. (z,y,z) a homogénne
(z,y,1), resp. (z,y,z,1). Dovod na pouzivanie homogénnych stradnic je ten, Ze
v 2D je mozné maticou 2x2 reprezentovat linedrne transformécie a maticou 3x3 aj
v8eobecnejsie afinné transformacie (linedrne + posunutie).

Zikladné 2D transformadcie

Posunutie o vektor (¢,,t,)



1 0 0
Zobrazeniu 2’ = x+t,,y" = y+t, zodpoveda (z,y,1) | 0 1 0 | =(2',y',1)
te t, 1
Zmena mierky o faktory sz, s, (s pevnym bodom v zadiatku s.s)
s, 0 O
z' = 2.5,y = y.sy zodpovedd (z,y,1) 0 s, 0 |=(9y,1
0 0 1

Otocenie o uhol ¢ okolo zaciatku s.s
Otofenim v kladnom smere (kladné hodnoty uhla ¢) sa rozumie otocenie proti
smeru chodu hodinovych ruciciek.
Nech bod (z,y) mé polarne stradnice r,a, teda © = rcosa,y = rsina. Pre
otoceny bod (z',y') potom plati
x' =rcos(¢p+ a) =r(cosacos ¢ —sinasin ¢) = rcosp — ysin @
y' = rsin (¢ + a) = r(cosasin ¢ + sin a cos ¢) = z sin ¢ + y cos ¢
cos¢ sing 0

Maticovo: (z,y,1) | —sin¢ cos¢p 0 | = (z',y',1)
0 0 1
Osové stimernosti podla siradnicovych osi
1 0 O
(1‘,y,1) 0 -1 0 = (mlaylal)
0 0 1
-1 0 0
(z,y, )| 0 1 0 |=("y,1)
0 01

Skladaniu transformécii zodpoveda nasobenie matic. Pozor! Nésobenie matic
(prirodzene, rovnako ako skladanie transformaécii) nie je komutativne.
Inverznej transformacii zodpovedd inverzna matica.

Zakladné 3D transformacie

Matica posunutia o vektor (t;,t,,t)

1 0 00
0 1 0 0
0 0 1 0
te t, t. 1

Matica skalovania s faktormi s,, sy, s, (s pevnym bodom v zaciatku s.s.)

s, 0 0 0
0 s, 0 0
0 0 s 0
0 0 0 1

Otocenie o uhol ¢ okolo stradnicovych osi.



Na rozdiel o 2D pripadu, nie je celkom intuitivne jasné ¢o znamend otocenie o
kladny uhol a ¢o otocenie o zaporny uhol.

Otocenim v kladnom smere (kladné hodnoty uhla ¢) sa rozumie také otocenie,
ze pri otoceni o uhol 90° sa kladné poloos x zobrazi na kladnt polos y, kladna polos
y sa zobrazi na kladni polos z, kladna polos z sa zobrazi na kladna polos x.

Matica otocenia okolo osi z
(Navod: riadky linearnej ¢asti matice (Tavd hornd podmatica 3x3) st obrazy
jednotlivych jednotkovych vektorov)
cos¢p sing 0 0
—sing cos¢ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Matica otocenia okolo osi y
cos¢p 0 —sing O
0 1 0 0
sing 0 cos¢p O
0 O 0 1

Matica otocenia okolo osi
1 0 0 0

0 cos¢ sing O
0 —sing cos¢ O
0 0 0 1

™

Otocenie o uhol ¢ okolo priamky prechadzajicej zaciatkom s.s, danej smerovym
vektorom d
Toto zobrazenie zloZime z piatich rotacii, aby sme mohli vyuzit to, Ze pozndme
matice otoceni okolo jednotlivych stradnych osi. Sposob, ktory uvedieme, samo-
zrejme nie je jediny mozny. Vyslednd matica vSak musi byt nakoniec rovnaka.
Pit otoceni:
(1) také otocenie okolo osi y, aby d’ obraz vektora d lezal v rovine Yz
(2) také otoenie okolo osi z, aby d' obraz vektora d lezal na kladnej polosi z
(3) otocenenie okolo osi z o uhol ¢
(4) otocenie okolo osi z o uhol opaény ako v bode (2)
(5) otoCenie okolo osi y o uhol opa¢ny ako v bode (1)

Prislusné matice:

Nech d = (d,,dy,d.),d = /& + d2,D = ,/d2 + d% + d2.
d. dg
[

Rlz d
-L& 9 L 9
0 0 0 1
1 0 0 0

4 dy

=] 0 o7 0
0 -% 4
0 0 0 1



cos¢p sing 0 O
R — —sing cos¢ 0 O
s 0 0 10
0 0 0 1
Ry =R;!
Rs =R;*'

Vyslednd matica R = Ry.Rs.R3.R4.R5.

Transformacia okno — pohlad

Téato transformécia sa pouZiva na zobrazenie obdiznika — okna — window (najcas-
tejsie v modelovom priestore) na obdlznik — pohlad — view (v obrazovom priestore).

Nech okno je dané lavym dolnym vrcholom A" = (A, A})’) a pravym hornym
vrc?olom B = (B, By). Pohlad anologicky A" = (A}, A}), BY = (B}, By).

Zelant transformaciu mozeme zlozit z posunutia, Skdlovania a dalSieho posunutia
T=T,.5T5.

1 0 0
= o 10 |,
—AY —AY 1
l’%ﬁ:’:zﬂ UO . 0
S=| o = oo
0 001
1 0 0
o= 0 1 0
A A 1

Projekcie — premietania

Venujme sa teraz zédkladnym spdsobom zobrazenia bodu z 3D priestoru na jeho
priemet v 2D priestore. Tento priemet dosiahneme ako prienik vybranej roviny
— priemetne a premietacieho lac¢a, ktory prechddza danym bodom. Podla toho,
¢i je smer premietacieho lica uréeny smerovym vektorom, alebo pevnym bodom,
hovorime rovnobeznom, alebo o stredovom premietani. Rovnobezné premietania
rozdelme dalej na kolmé (ak je smer premietania kolmy na priemetiiu) a Sikmé.

Rovnobezné prebietanie

Najprv nech priemetna je rovina xy.
Kolmé premietanie mozno maticovo vyjadrit takto:

(w7y7 Z’ 1)' = (wl7yl7 07 1)

SO O
OO = O
OO OO
_o O O

Sikmé premietanie, ktoré bod P = (0,0, 1) zobrazi do bodu (I cos ¢,[sin ¢) méa
takéto maticové vyjadrenie:



1 0 0 O

0 1 0 O I,
(m,y,z,l). lcos¢ Ising 0 0 = (1' Y50, 1)

0 0 0 1

(Ze je toto vyjadrenie spravne, mozno nahliadnuf pomocou podobnych trojuhol-
nikov. Ak [ = 1 premietaniu sa hovori vojenské, ak [ = % premietanie sa nazyva
kabinetné.)

Urobme teraz vSeobecné vyjadrenie. Nech priemetia je dand v 3D referen¢nym
bodom R a vektormi i, 7. Smer premietania nech je dany vektorom d. Bod P =
(z,y, z) chceme zobrazit na bod P’ so stradnicami z',y' v s.s. danom R, @, .

P =R+2'i+yd=P+kd
P-R=za'i+yv—kd

Ak obe strany rovnice (st to vektory) skalarne vyndsobime vektorovym stéinom

-

(U x d), dostaneme

(P-R)(#xd) =a2'@(@xd
N ik DICES ) _(P-R)(Fxd
w(T x d) d(@ x
Analogicky
y = PR x D) _ (P—R)(@xd)
F(it x d) (i x )

Stredové premietanie

Najprv nech priemetna je rovina rovnobezné s rovinou zy, vo vzdialenosti d od
nej. Stred premietania nech je bod (0,0,0).

Pri pouziti homogénnych stradnic moZzeme zobrazenie z' = %x,y’ = %y,z’ =
d,zapisat maticovo

1 0 0 0

01 0 0 z d d
(m,y,z,l). 0 0 1 }2 —(a:,y,z,g)—(;x,;y,d,l)

0 0 0 O

Nech teraz je priemetia rovina xy, stred (0,0,-d).
Pri pouziti homogénnych stiradnic méZzeme zobrazenie ' =
0,zapisat maticovo

d 1 _d I
z+dm’y - z+dy’z -

1 0 0 0

01 0 0 z d
(m,y,z,l). 0 0 O [1_1 _(x’y’0’8+1)_(mz—-Hl’yz—-Hl’0’l)

0 0 0 1



Vseobecne: Nech priemetiiu uréuji bod R a vektory i, 7. Stred premietania
nech je bod S. Bod P = (z,y, z) chceme zobrazit na bod P’ so stradnicami z',y’
v s.s. danom R, i, ¥.

P =R+z'd+yd=S+k(S—P)
S—R=z2'i+y'v—k(S—P)
Ak obe strany rovnice (st to vektory) skalarne vyndsobime vektorovym stéinom
(¥ x (S — P)), dostaneme

(S — R)(@ x (S — P)) = 2'@( x (S — P))
L _S-RFx(S=P) _(P=8)@x(R-S)
@7 % (S - P)) (P —8)(@x 7)

Analogicky

Fix(S—-P)  (P-S)a@x9

J (S—R)(@x(S—P)) (P=-8S)(ax(R-15))

Ulohy

(1) Odvodte maticu pre simernost v rovine podla vSeobecnej priamky.

(2) Napiste maticu otdc¢ania v rovine okolo bodu M (m,n) o uhol ¢.

(3) Napiste maticu 8kalovania v rovine s pevoym bodom P(p,q) a faktormi
Sz, Sy.

(4) Odvodte maticu otacania v priestore okolo ubovolnej osi.
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