Cvicenia na prvoradovu logiku

V niektorych tlohéch sa pracuje s prvorddovym jazykom roz§irenym o bindrny logicky predikét rov-
nosti ,,=*. Formuly tvaru ¢; = t2, kde t1,t2 st termy, si atomy. Sémantika rovnosti je nasledovné:
Strukiira D = (D, I) spliia atém ¢1 = o, ak termy ¢1, t2 oznacuju ten isty objekt z domény. Symbolicky:

Dt =tyifft] =

1 Syntax

Nasledovnu signatiru o, pouZijeme na popis vztahov Studentov v §kole, v ktorej mame:
e tri predikdtové symboly: byf muzom, kamaratif sa, byt star$i ako;

e Styri funk&né symboly: konkrétny Student Jan, najstarsia $tudentka v §kole najStudentka a funkcie,
ktoré kazdému Studentovi priradia najstarSieho spoluZiaka F, resp. najmladsieho Studenta starSieho
ako on S.

Priklad 1. o, = (P, F,arity), kde:
o P ={Muz, Kam, >} je mnoZina vietkych mimologickych predikdtovych symbolov
o F = {Jan, najStudentka, F, S} je mnoZina vetkych funk&énych symbolov
e arity = {(Muz,2), (Kam,2), (~,2),(Jan,0), (najStudentka, 0), (F, 1), (S, 1)} je funkcia drnosti

Uloha 1. Uvazujme prvorddovy jazyk s rovnostou (bindrny predikdtovy symbol =) a signatdirou o,.
Rozhodnite, ktoré z nasledujucich slov si dobre vytvorené fermy a formuly. Ktoré z nich st uzemnené?
Riad'te sa striktne podl'a definicii z prednasky !.
a) (y)Jan = Jan b)S(x) c¢)F(Jan) d) F(S(F(najStudentka))) e) (Vz)S(x) f)Jan < Jan
2) S(z,y) h) ~Muz(najStudentka) A Kam(Jan, Jan) i) Jan = Muz(Jan) j)x < Jan
Uloha 2. Majme binarny predikdtovy symbol p. Uréte vyskyt (viazany alebo volny) premennych v nasle-
dujtcich formulach. Ktoré formuly su uzavreté?

a) (Fz)(p(z, ) vV p(x, 2)) b) (V2)(Vy)(V2)((p(z,y) A p(y,2)) = p(x,2)) ©) (V2)p(Y,Y)
d) (Bz)p(z, ) = p(z,x)) e) Bz)(p(x,z) — p(z,z)) ) (Bx)p(z,z) = (Vy)p(y, x))

Dalej, ak neddjde k zmene vyznamu, budeme niektoré zatvorky vynechdvat. Napr. pV ¢ miesto (pVq)
alebo p A ¢ A r miesto (p A g) A r. Podobne miesto —(Jdn = najStudentka) budeme pisal Jdn #
najStudentka.

2 Sémantika

V celom texte pouzivame slovo ,,Student” nerodovo a slova ,,Student-muz®, ,,Studentka-Zena“ rodovo.
Podobne aj slovo ,,spoluziak*.

Priklad 2. Pre signatiru o, mdZeme napriklad uvaZovat nasledovni schému §truktir:
e univerzum (doména) je neprazdna mnozina Studentov
e MuZ(x) interpretujme ako ,,x je muzom*
e Kam(z,y) interpretujme ako ,,z je kamardtom y*

e 1 > y interpretujme ako ,,z je stars$i nez y*

Hint: Striktne vzaté podla definicie z prednasky, slovo Muz(z) A Muz(z) nie je formula. Pre¢o?



Jan interpretujme ako konkrétneho Studenta-muza Jana

najStudentka interpretujme ako najstarsiu §tudentku-7enu v $kole

F interpretujme ako funkciu, ktord kazdému Studentovi priradi najstarSieho $tudenta v jeho triede

e S interpretujme ako funkciu, ktord kazdému Studentovi x priradi toho Studenta, ktory je najmladsi
7o Studentov star$ich ako x. Této funkcia je definovand pre kazdého Studenta v skole, okrem naj-
star§ieho. Tomu nech S priradi jeho samotného.

V priklade 2 sme si popisali zamyslané Struktiry pre $kolu. Uvedomme si v3ak, Ze vo vSeobecnosti
ndm ni¢ nebréni uvazoval aktkolvek ind neprdzdnu doménu, interpretovat predikdtovy symbol MuZ
ako ,,byf Zenou®, & funk&ni konstantu najStudentka ako nejaké prvocislo (v pripade, Ze nejaké doména
obsahuje). Na to treba myslief pri rozhodovani vyplyvania formuly z tedrie, kedy je potrebné overit vietky
modely tedrie, nie len pdvodne zamyslané.

Uloha 3. Definujme si teraz konkrétnu 3truktiru D = (D, I) nad signatdrou o:
e D=1{1,...,10}
o Muz' ={5,...,10}

Kam! ={(i,j) | 4,5 € {1,...,5},i # j}

o« 1= {(i,j)|i > j}

e Fi(z) =10

I/ _ ) z+1 prex <10
S@C)_{lo pre = = 10

Dopliite I o interpretdciu funkénych konstant tak, aby Struktdra D spiﬁala formulu (v pripade, Ze to nie je
mozné, uved te dovod)

a) najStudentka > Jan b) najStudentka = Jan A ~Muz(najStudentka) A Muz(Jan)

¢) (V) (najStudentka > = — Kam(z, najStudentka)) d) (Vz)(Kam(z, najStudentka) — Kam(x, Jan))
e) (Vz)(Kam(z, Jan) — Kam(z,najStudentka)) A Muz(Jan) A ~Muz(najStudentka)

f) F(Jan) = najStudentka g) S(najStudentka) = Jan A Muz(Jan) A ~Muz(najStudentka)

Uloha 4. Ak je to moZné, ndjdite model tedrie T' (staci ak interpretujete len symboly vyskytujice sa v
T), podl'a zadania:

T = {(32) 3y)x = y, ~Muz(najStudentka), (Vz)(z = najStudentka — Muz(x))}
a) doména je jednoprvkova
b) doména je viacprvkova
Uloha 5. Majme $truktiru D = (D, I) z dlohy 3, kde navyse
Janl =5a najﬁtudentkal =4

Rozhodnite ¢i D je modelom formuly:

&) (va) (V) (Kamf(z,y) — Kam(y,))

b) S(najStudentka) = Jén

¢) (Fx)Kam(x,x)

d) (Vz)(=Muz(z) — Kam(Jan,z))



e) (Va)(Vy)(Vz)((Kam(z,y) AN Kam(y, z)) = Kam(z, 2))
f) (Va)(Vy)(Vz)(Kam(z,y) A Kam(y, z)) = (Kam(z,2) V x # 2))

g
~

)
)
(3z)(Kam(najStudentka, 2) A Muz(z)) — Kam(S(S(najStudentka)), Jan)
h) (Vz)((-Muz(z) — Kam(najStudentka,z)) — Jan = najStudentka)

i) (Vz)(~Muz(z) — Kam(najStudentka, z)) — J4n = najStudentka

Uloha 6. Rozhodnite & z tedrie vyplyva dana uzavretd formula:

F(z) # Jan} = (3x)z # Jén

F(z) # Jan} = F(F(Jan)) = Jén

F(z) # Jan} |= F(F(F(najStudentka))) # Jan

a) {(vz)
b) {(Vz)
¢) {(vx)
d) {(Vz)(x = Jan V x = najStudentka)} }= Jan > najStudentka V najStudentka > Jan

e) {(Vz)(Vy)(Vz)((z - y Ay - 2) =z - 2),(Fx)(TFy)z -y} = Fz)(Vy)(y # = = y - z)

Uloha 7. Majme Tubovolnd teériu 7', uzavretii formulu ¢. T |= ¢ prave vtedy ked teéria T U {=¢} je
nesplnitelnd. Dokazte!

3 Formalizacia

Uloha 8. Majme signatiru o, z prikladu 1 a uvazujme iba Struktiry popisané v priklade 2.
Vyjadrite v prvorddovom jazyku s rovnostou a signatiirou o, formulu s vyznamom ,,najstar$i Student
celej skoly je Zena“ a to rdznymi spdsobmi podla zadania:

a) moZete pouzil vietky symboly z o, avSak formula musi byt uzemnend (grounded) .
b) neméZete pouzii funkené konstanty a kvantifikoval smiete najviac raz.
¢) neméZete pouzil Ziadne funkéné symboly.
Dalej formalizujte nasledovné vety:
d) ,.Jan je najstarsi vo svojej triede*
e) ,,Najstar$i Janov spoluZiak je Zena‘
f) ,.NajstarSi Janov spoluZiak je najstarSim Studentom v celej Skole*
g) ,.NajstarSia Studentka v Skole nie je mladSia ako najstar$i Janov spoluZiak*

h) ,,NajstarSia Studentka v Skole nie je mladsSia ako najstarsi Student v Skole*

Uloha 9. UvaZujme jazyk s rovnosfou, signatiru o, a $truktiry z prikladu 2. Slovami vyjadrite nasle-
dovné formuly:

a) (Va)(Vy)(z =y Ve =y Vy=z) b)(Vr)(Fy)Kam(z,y) ¢ (3z)(Vy)Kam(z,y)
d) S(Jan) # Jan ) ~Muz(najStudentka) f) (3z)(=Muz(z) A Kam(F(Jan),z) Az = F(Jan))

Uloha 10. Navrhnite vhodnii signatdru a formalizujte nasledovné vety. V pripade nejednoznalnosti uved'te
viac formaliz4cii.

a) ,,Kazdé auto ma svojho majitela“

b) ,,Nie je také jedlo, ktoré by kazdému chutilo*



¢) ,,Kazdy ma niekoho rad alebo niekoho nendvidi*
d) ,,Niekto dal Julii kyticu*

e) ,,Niekto dal Julii nieCo*

f) ,,Niekto dal niekomu kyticu*
g) ,,Niekto dal niekomu nieco*

h) ,,Rémeo dal Jilii nieCo*

i) ,,Rémeo dal niekomu kyticu*
j) ,,Roémeo dal Julii kyticu*

k) ,.Niekto nedal Julii kyticu*

D) ,,Niekto dal kazdému nieco*

m) ,,Kazdy dal kazdému nieco*
n) ,,Kazdy dal kazdému vsetko*

o) ,,Nikto nedal nikomu nic¢*



